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Notations, rappels et présentation du problème

◃ On note N, Z, Q, R et C les ensembles de nombres usuels : entiers naturels, entiers relatifs, nombres
rationnels, nombres réels et nombres complexes.

◃ Dans tout le problème, n est un entier naturel non nul fixé et K désigne un corps égal à Q, R ou C.

◃ Si A est une partie de B (i.e. A ⊂ B), on note B −A le complémentaire de A dans B.

◃ Si p et q sont deux entiers relatifs, on pose �p, q� = {k ∈ Z | p � k � q}.

◃ K[X] désigne l’ensemble des polynômes à une indéterminée et à coefficients dans K ; pour tout entier
naturel d, on note Kd[X] l’ensemble des éléments de K[X] de degré inférieur ou égal à d.

◃ Si P et Q sont deux polynômes, on note P ∧Q le p.g.c.d. de P et Q ; par définition, lorsqu’il n’est pas
nul, ce polynôme est unitaire.

◃ On identifie Kn avec le K−espace vectoriel Mn,1 (K) des matrices colonnes de taille n.

◃ Mn (K) et GLn (K) désignent respectivement l’ensemble des matrices carrées de taille n et l’ensemble
des matrices carrées inversibles de taille n à coefficients dans K ; (Mn (K) ,+, ·,×) est une K−algèbre,
i.e. (Mn (K) ,+, ·) est un K−espace vectoriel et (Mn (K) ,+,×) est un anneau ; (GLn (K) ,×) un groupe.

◃ Mn (C) est naturellement muni d’une structure de R−algèbre par restriction de la loi externe aux nombres
réels.

◃ Si E est un K-espace vectoriel, on note L (E) l’ensemble des endomorphismes de E.

◃ Si u ∈ L (E) et si B est une base de E, on note MB(u) la matrice de u relativement à la base B.

◃ Soit A = [ai,j ]1�i,j�n ∈ Mn (K). Le déterminant de A est noté det(A) ou

a1,1 a1,n
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣an,1 an,n

◃ Pour tout v = (xi)1�i�n ∈ Cn, on pose v = (xi)1�i�n.

◃ Pour toute matrice A = [ai,j ]1�i,j�n ∈ Mn (C), on note A la matrice [ai,j ]1�i,j�n.

◃ Pour toute matrice A ∈ Mn (K), on note χA = det (XIn −A) le polynôme caractéristique de A (In
désigne la matrice unité de taille n). Ce polynôme est unitaire de degré n.

◃ Si E désigne un ensemble quelconque, on dit qu’une application f : E −→ E est involutive lorsque
f ◦ f = IdE .
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L’objectif du problème est d’établir l’assertion (1) suivante :

∀ (A,B) ∈ Mn (C)2 , det
([

A B
−B A

])
∈ R+. (1)

Pour cela, on commencera par montrer que cette assertion est équivalente à l’assertion (2) :

∀C ∈ Mn (C) , det
(
In + CC

)
∈ R+. (2)

Une démonstration directe sera proposée en dernière partie.

Partie I : résultats préliminaires

On fixe deux matrices A et B, éléments de Mn (C).

1. Démontrer l’assertion (1) dans le cas où n = 1.

2. Étude de la conjugaison dans Mn (C).
a) Montrer que, pour tout A ∈ Mn (C) et tout v ∈ Cn, Av = Av.

b) Montrer que l’application :

{
Mn (C) −→ Mn (C)
A �−→ A

est un automorphisme de R−algèbre involutif.

c) Montrer que, pour tout A ∈ Mn (C), det
(
A
)
= det(A).

d) En déduire que, pour tout A ∈ GLn (C), det
(
AA

)
∈ R∗

+.

3. Densité de GLn (C).
a) Soit A ∈ Mn (C). Montrer qu’il existe η > 0 tel que :

∀λ ∈ C, 0 < |λ| < η =⇒ A− λIn ∈ GLn (C) .

b) En déduire que GLn (C) est dense dans Mn (C).

4. On suppose dans cette question que A est inversible.

a) Calculer
[

In 0
BA−1 In

]
×
[
A B
−B A

]
.

b) En déduire qu’il existe une matrice C ∈ Mn (C) à déterminer telle que :

det
([

A B
−B A

])
= |det(A)|2 det

(
In + CC

)
.

5. Montrer que (1) et (2) sont équivalentes.
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Partie II : démonstration de (2) dans un cas particulier

On considère : Ω = {C ∈ Mn (C) | χCC est un polynôme scindé à racines simples}.
Soit C ∈ Ω.

6. Soit (A,B) ∈ Mn (C)2.
a) Montrer que si A est inversible, χAB = χBA.

Indication : on pourra montrer que AB et BA sont semblables.
b) Montrer que χAB = χBA.

Indication : on pourra utiliser la question 3.b.
c) Montrer que χCC ∈ R[X].

7. Montrer que CC est diagonalisable. Que dire de la dimension des sous-espaces propres ?

8. Soient λ une valeur propre réelle de CC et v ∈ Cn un vecteur propre associé.
a) Montrer que CCv = λv.
b) En calculant CCCv, montrer qu’il existe µ ∈ C tel que Cv = µv.
c) Calculer C(µ v) de deux manières différentes. En déduire que λ ∈ R+.

9. Montrer que det
(
In + CC

)
∈ R+.

Partie III : résultant de deux polynômes

Soit (q, r) ∈ (N∗)
2 un couple d’entiers naturels non nuls.

Soient P =

q∑
k=0

akX
k ∈ Kq[X] un polynôme de degré q et Q =

r∑
l=0

blX
l ∈ Kr[X] un polynôme de degré r.

On pose :

r q

a0 0 0 b0 0 0

a1 a0 b1 b0

a1

0

0 b0

ResK(P,Q) =

�������������������������������������������

aq a0 b1

�������������������������������������������

∈ K.

0 aq a1 br

0

0 0 aq 0 0 br
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25. On considère maintenant les endomorphismes :

ξ :

{
Kq+r−1[X] −→ Kq+r−1[X]

S �−→ P × remXr (S) +Q× quoXr (S)

et

ψ :

{
Kq+r−1[X] −→ Kq+r−1[X]

S �−→ remXr (S) +Q× quoXr (S)
.

On note Bcan la base canonique de Kq+r−1[X].

a) Pour tout (U, V ) ∈ Kr−1[X]×Kq−1[X], expliciter ξ(U +XrV ) et ψ(U +XrV ).
b) Déterminer MBcan(ξ) et MBcan(ψ).
c) Montrer que ψ est un automorphisme.
d) Exprimer f̃ en fonction de ξ et ψ.

26. Montrer que : ResK(P,Q) = bqr det (f).

Partie VI : autre preuve de l’assertion (1)

27. Soient A,B,C,D ∈ Mn (C).

a) Démontrer que les matrices
[
D C
B A

]
et

[
A B
C D

]
sont semblables.

b) Démontrer que les matrices
[
A −B
−C D

]
et

[
A B
C D

]
sont semblables.

28. Soient A,B ∈ Mn (C).

Démontrer que le polynôme caractéristique de
[
A B
−B A

]
est dans R[X].

29. On considère le C-espace vectoriel Cn × Cn dont on écrira les éléments sous la forme :
(
X
Y

)
avec

(X,Y ) ∈ Cn × Cn.

Soit θ :




Cn × Cn −→ Cn × Cn(
X

Y

)
�−→

(
−Y

X

)
.

a) Démontrer que θ est une application R−linéaire et que θ commute avec tous les endomorphismes

de Cn × Cn de matrice
[
A B
−B A

]
dans la base canonique de Cn × Cn.

b) Que vaut θ ◦ θ ?
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c) Soit v ∈ Cn × Cn non nul. Démontrer que v et θ(v) sont linéairement indépendants (sur C) et
que VectC (v, θ(v)) est stable par θ (où VectC (v, θ(v)) désigne le sous-espace vectoriel de Cn × Cn

engendré par v et θ(v)).
d) Soit E un sous-espace vectoriel de Cn × Cn stable par θ et soit v /∈ E.

Démontrer que : E ∩ VectC (v, θ(v)) = {0}.

30. Soient A,B ∈ Mn (C).

Soit λ ∈ C une valeur propre de
[
A B
−B A

]
.

On désigne par Eλ le sous-espace propre associé et par E′
λ le sous-espace caractéristique associé.

a) Démontrer que λ est aussi une valeur propre de
[
A B
−B A

]
et que : θ (E′

λ) = E′
λ
.

b) Démontrer que si λ ∈ R alors dimC E′
λ est paire.

31. Démontrer que : ∀ (A,B) ∈ Mn (C)2 , det
([

A B
−B A

])
∈ R+.

FIN DU SUJET
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