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Les calculatrices, téléphones, tablettes, ordinateurs et autres appareils électroniques
similaires, ainsi que les documents sont interdits.

La qualité de la rédaction sera un facteur important d’appréciation des copies. On invite
donc les candidats à produire des raisonnements clairs, complets et concis.

Les candidats peuvent utiliser les résultats énoncés dans les questions ou parties
précédentes, en veillant dans ce cas à préciser la référence du résultat utilisé.

Introduction, notations et conventions

Le sujet a pour but d’étudier les exponentielles de matrices et d’opérateurs dépendant d’un paramètre,
qui interviennent naturellement dans la résolution théorique ou numérique des problèmes d’évolution
en temps. En particulier on étudiera la convergence en norme de produits d’exponentielles de matrices
ou d’opérateurs, en établissant dans quelques cas la formule dite “formule de Trotter-Kato” et en
étudiant son optimalité.

On note N l’ensemble des entiers naturels et N∗ = N \ {0}, R le corps des réels et C le corps des
complexes. On désigne par R+ l’ensemble des réels positifs ou nuls et R+ = R+ ∪ {+∞}. Si z est un
complexe, z désigne son conjugué, Re (z) sa partie réelle, Im (z) sa partie imaginaire et |z| son module.
On note ez l’exponentielle de z. Pour un réel x, on définit aussi son cosinus et son sinus hyperboliques
par ch(x) = ex+e−x

2 et sh(x) = ex−e−x

2 .

Avec K = R ou C et d ∈ N∗, on note Md(K) l’ensemble des matrices à d lignes et d colonnes à
coefficients dans K et I désigne la matrice identité dans Md(K).

Pour deux éléments x = (x1, · · · , xd) et y = (y1, · · · , yd) dans Rd, on note x · y =
d∑

j=1
xjyj le

produit scalaire usuel sur Rd de x et y, et ‖x‖2 =
( d∑

j=1
x2j

)1/2
la norme euclidienne associée. Dans

Rd, l’élement (0, · · · , 0) est simplement noté 0. En cas de besoin on identifie un vecteur de Rd avec
la matrice colonne qui lui est naturellement associée. Pour une matrice A ∈ Md(R), on pose

|||A|||2 = sup
x∈Rd\{0}

‖Ax‖2
‖x‖2

, (1)

qui est a priori un élement de R+. On désigne par det(A) le déterminant de la matrice A et par Tr(A)
la somme de ses éléments diagonaux.

On dira qu’une matrice est positive si pour tout x ∈ Rd on a Ax · x ≥ 0.

Pour toute matrice A symétrique dans Md(R), on rappelle qu’il existe une matrice diagonale
Λ = diag(λ1, · · · , λd) et une matrice orthogonale P telles que A = PΛP−1. Lorsque la matrice A est
à la fois positive et symétrique, les valeurs propres λ1, · · · , λd sont positives et pour α ≥ 0, on définit
alors Λα = diag(λα

1 , · · · , λα
d ) et Aα = PΛαP−1. Dans tout le problème, on dira que la valeur propre

d’une matrice est simple si son espace caractéristique et son espace propre associés sont identiques et
de dimension 1.

Lorsque D et E sont des espaces vectoriels normés, de dimension finie ou non, on note L(D,E)
l’ensemble des applications linéaires continues de D dans E. En notant ‖.‖ la norme sur E, pour une
application A ∈ L(E,E), on pose

|||A||| = sup
x∈E\{0}

‖Ax‖
‖x‖

.
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b) Pour θ ∈ R, on pose M = cos(θ)J + sin(θ)K. Montrer que M2 = I.

c) En déduire que, pour tout s ∈ R, e−sM = ch(s)I − sh(s)M et que Tr(e−sM ) = 2ch(s).

5) Soit A un élement de Md(R). Pour tout x ∈ Rd, on considère la fonction φx : t �−→ e−tAx définie
sur R.

a) Montrer que, pour tout x ∈ Rd, φx est une fonction C1(R,Rd) et qu’elle est l’unique solution
de l’équation différentielle y′(t) +Ay(t) = 0 telle que y(0) = x.

b) En déduire que la matrice A est positive si et seulement si, pour tout t ≥ 0,
∣∣∣∣∣∣e−tA

∣∣∣∣∣∣
2
≤ 1.

c) En utilisant la question I-5-a) et sans utiliser la question I-3-c), montrer que pour tous s,
t ∈ R on a : e−tAe−sA = e−(t+s)A.

PARTIE II : Formules de Trotter-Kato en dimension finie

Dans toute cette Partie, on considère d ∈ N∗ ainsi que deux matrices A et B dans Md(R). On va
chercher à établir la formule suivante dite de Lie-Trotter-Kato :

Il existe une constante CAB > 0 telle que, pour tous n ∈ N∗ et t ∈ [0, 1],∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣
(
e−tA/ne−tB/n

)n
− e−t(A+B)

∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣
2
≤ CAB

n
.

Pour la suite on définit pour tous t ∈ [0, 1] et n ∈ N∗ les matrices

Sn,t = e−t(A+B)/n, Tn,t = e−tA/ne−tB/n.

1) Montrer que, pour tous n ∈ N∗ et t ∈ [0, 1],

|||Sn,t|||2 ≤ e(|||A|||2+|||B|||2)/n et |||Tn,t|||2 ≤ e(|||A|||2+|||B|||2)/n.

2) Soient n ∈ N∗ et t ∈ [0, 1].

a) Montrer que (Sn,t)
n − (Tn,t)

n =
n−1∑
m=0

(Sn,t)
m(Sn,t − Tn,t)(Tn,t)

n−1−m.

b) En déduire que |||(Sn,t)
n − (Tn,t)

n|||2 ≤ ne(|||A|||2+|||B|||2) |||Sn,t − Tn,t|||2.

3) En utilisant la définition de l’exponentielle d’une matrice, montrer qu’il existe une constante C
telle que pour tous t ∈ [0, 1] et n ∈ N∗

|||Sn,t − Tn,t|||2 ≤
C

n2
.

4) En déduire la formule de Lie-Trotter-Kato.

5) On définit maintenant pour tous n ∈ N∗ et t ∈ [0, 1] les matrices

Rn,t = e−tA/(2n)e−tB/ne−tA/(2n).

En utilisant ces matrices, adapter les questions précédentes pour montrer qu’il existe une constante
C ′
AB > 0 telle que pour tous n ∈ N∗ et t ∈ [0, 1] on ait

∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣
(
e−tA/(2n)e−tB/ne−tA/(2n)

)n
− e−t(A+B)

∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣
2
≤

C ′
AB

n2
.

3‒ 3 ‒
Tournez la page S.V.P.



‒ 4 ‒



‒ 5 ‒
Tournez la page S.V.P.



Pour (An)n∈N∗ une suite de matrices dans M2(R), on construit un opérateur A et son domaine
DA ⊂ H de la manière suivante : on pose

DA = {u ∈ H, | (Anun)n∈N∗ ∈ H}

et pour tout u = (un)n∈N∗ ∈ DA on pose Au = (Anun)n∈N∗. Pour une seconde suite de matri-
ces (Bn)n∈N∗ de M2(R), on construit de même un opérateur B et son domaine DB; on a donc
Bu = (Bnun)n∈N∗ . On construit enfin l’opérateur A+ B et son domaine DA+B, associés de la même
manière à la suite (An +Bn)n∈N∗ de matrices de M2(R).

1) Montrer l’inclusion DA ∩DB ⊂ DA+B puis que DA ∩DB est dense dans H.

2) On suppose que, pour tout n ∈ N∗, An est positive et, pour tous u ∈ H et t ≥ 0, on définit

Utu = (e−tAnun)n∈N∗ .

a) Montrer que la famille {Ut, t ≥ 0} est un semigroupe.

b) Montrer que A est le générateur de ce semigroupe, et que D(A) = DA.

On étudie maintenant un exemple. On considère les matrices I, J et K données dans la question I-
4) et on prend α ∈]1/2, 1[ et a ∈]0, 1[. On pose pour tout n ∈ N∗

εn = 2(2n)−2α, θn = arccos(1− εn), λ =

(
2

a2

) 1
2α

et on construit les matrices dans M2(R) suivantes :

An = λ(I + n(J + I)), Bn = n(I + cos(θn)J + sin(θn)K).

On considère enfin les opérateurs, domaines et semigroupes associés suivant la procédure expliquée au
début de cette partie.

3) On va établir certaines propriétés des opérateurs A et B.

a) Montrer que, pour tout u ∈ D(A), on a 〈Au, u〉 = 〈u,Au〉 ≥ ‖u‖2.

b) Montrer que, pour tout n ∈ N∗, il existe une matrice Pn orthogonale, que l’on déterminera,

telle que Bn = Pn

(
2n 0
0 0

)
P−1
n . En deduire que, pour tout u ∈ D(B), on a 〈Bu, u〉 = 〈u,Bu〉 ≥ 0.

Pour toute la fin du problème, on définit les opérateurs Aα, Bα et (A+ B)α par

Aαu = (Aα
nun), Bαu = (Bα

nun), (A+ B)αu = ((A+B)αnun)

pour tout u ∈ H. D’après la question IV-2-b), leurs domaines respectifs sont donc D(Aα) = DAα,
D(Bα) = DBα et D((A+ B)α) = D(A+B)α.

4) On va établir certaines propriétés des opérateurs Aα et Bα.

a) Montrer que, pour tous n ∈ N∗ et u ∈ H, on a ‖Bα
nun‖2 ≤ a ‖Aα

nun‖2.

b) En déduire que D(Aα) ⊂ D(Bα) et que pour toute suite u ∈ D(Aα) on a ‖Bαu‖ ≤ a ‖Aαu‖.

Dans les questions suivantes, on pourra utiliser les résultats de la Partie I.
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Bu = (Bnun)n∈N∗ . On construit enfin l’opérateur A+ B et son domaine DA+B, associés de la même
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5) Montrer que, pour tout n ∈ N∗,

An +Bn = anI + bn

(
cos(φn)J + sin(φn)K

)
= Qn

(
an + bn 0

0 an − bn

)
Q−1

n

où an = λ+ n+ λn et bn = n
√
λ2 + 2λ cos(θn) + 1, tan(φn) = sin(θn)/(λ+ cos(θn)) avec φn ∈]0, π/2[

et où Qn est une matrice orthogonale.

Pour la suite, on note
{
e−tA, t ≥ 0

}
le semigroupe associé à l’opérateur A suivant la procédure étudiée

dans la question IV-2). De même on note
{
e−tB, t ≥ 0

}
et

{
e−t(A+B), t ≥ 0

}
les semigroupes respec-

tivement associés aux opérateurs B et A+ B suivant la même procédure.

6) Montrer que, pour tous n ∈ N∗ et t ≥ 0, on a

∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣
(
e−tA/n ◦ e−tB/n

)n
− e−t(A+B)

∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣ ≥ 1

2

∣∣∣Tr
((

e−tAn/ne−tBn/n
)n)

− Tr
(
e−t(An+Bn)

)∣∣∣ .

7) On étudie dans cette question le terme Tr(e−t(An+Bn)) pour t > 0 fixé considéré comme paramètre.

a) Montrer que, pour tout n ∈ N∗, on a Tr
(
e−t(An+Bn)

)
= 2e−tanch(tbn).

b) Montrer que tbn = tn(λ+ 1)− tλ
λ+1nεn +O(nε2n).

c) En déduire que

Tr
(
e−t(An+Bn)

)
= e−λt

(
1− tλ

λ+ 1
nεn +O(nε2n)

)
.

8) On étudie dans cette question le terme Tr
((

e−tAn/ne−tBn/n
)n)

pour t > 0 fixé considéré de

nouveau comme paramètre. On pose, pour tout n ∈ N∗,

cn = ch(tλ)ch(t) + sh(tλ)sh(t) cos θn,

dn = sh(tλ)ch(t) + ch(tλ)sh(t) cos θn,

en = sh(t) sin θn.

Soit n ∈ N∗.

a) Montrer que

Tr
((

e−tAn/ne−tBn/n
)n)

= Tr
((

e−tAn/(2n)e−tBn/ne−tAn/(2n)
)n)

= e−tanTr
((

e−tλJ/2e−t(cos(θn)J+sin(θn)K)e−tλJ/2
)n)

.

b) En utilisant les calculs de la Partie I, en déduire que

Tr
((

e−tAn/ne−tBn/n
)n)

= e−tanTr ((cnI − dnJ − enK)n) .

c) Montrer que c2n − d2n − e2n = 1 et en déduire qu’il existe deux réels positifs Θn et kn tels que
cn = chkn, dn = shkn cosΘn et en = shkn sinΘn avec

kn = t(λ+ 1)− sh(tλ)sh(t)

sh(t(λ+ 1))
εn +O(ε2n).

d) En utilisant la question I-4), montrer que

Tr
(
e−tAn/ne−tBn/n

)n
= 2e−tanch(nkn).
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e) En déduire que

Tr
(
e−tAn/ne−tBn/n

)n
= e−tλ

(
1− sh(tλ)sh(t)

sh(t(λ+ 1))
nεn +O(nε2n)

)
.

9) Déduire des trois questions précédentes que, pour tout t ∈]0, 1], il existe une constante ct > 0
telle que pour tout n ∈ N∗,

∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣
(
e−tA/n ◦ e−tB/n

)n
− e−t(A+B)

∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣ ≥ ct

n2α−1
.

8‒ 8 ‒




