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L’usage de tout ouvrage de référence, de tout dictionnaire et de tout matériel électronique (v compris
la calculatrice) est rigoureusement interdit.

Dans le cas on un(e) candidat(e) repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il (elle) le signale trés
lisiblement sur sa copie, propose la correction et poursuit I’épreuve en conséquence.

De méme, si cela vous conduit a formuler une ou plusieurs hypotheses, il vous est demandé de la (ou les)
mentionner explicitement.

NB : La copie que vous rendrez ne devra, conformément au principe d’anonymat, comporter aucun signe
distinctif, tel que nom, signature, origine, etc. Si le travail qui vous est demandé comporte notamment la
rédaction d’un projet ou d’une note, vous devrez impérativement vous abstenir de signer ou de lidentifier.
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INFORMATION AUX CANDIDATS

Vous trouverez ci-aprés les codes nécessaires vous permettant de compléter les rubriques
figurant en en-téte de votre copie.

Ces codes doivent étre reportés sur chacune des copies que vous remettrez.
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EAE MAT 2

Les calculatrices, téléphones, tablettes, ordinateurs et autres appareils électroniques
similaires, ainsi que les documents sont interdits.

La qualité de la rédaction sera un facteur important d’appréciation des copies. On invite
donc les candidats & produire des raisonnements clairs, complets et concis.

Les candidats peuvent utiliser les résultats énoncés dans les questions ou parties
précédentes, en veillant dans ce cas a préciser la référence du résultat utilisé.

Introduction, notations et conventions

Le sujet a pour but d’étudier les exponentielles de matrices et d’opérateurs dépendant d’un parametre,
qui interviennent naturellement dans la résolution théorique ou numérique des problemes d’évolution
en temps. En particulier on étudiera la convergence en norme de produits d’exponentielles de matrices
ou d’opérateurs, en établissant dans quelques cas la formule dite “formule de Trotter-Kato” et en
étudiant son optimalité.

On note N I'ensemble des entiers naturels et N* = N\ {0}, R le corps des réels et C le corps des
complexes. On désigne par R I'ensemble des réels positifs ou nuls et Ry = Ry U{+oc}. Si z est un
complexe, Z désigne son conjugué, Re (z) sa partie réelle, Im (z) sa partie imaginaire et |z| son module.
On note e* I'exponentielle de z. Pour un réel x, on définit aussi son cosinus et son sinus hyperboliques

x

par ch(z) = 45— et sh(z) = €.

Avec K = R ou C et d € N*, on note My4(K) 'ensemble des matrices & d lignes et d colonnes a
coefficients dans K et I désigne la matrice identité dans M (K).

d
Pour deux éléments = (x1,---,24) et y = (y1,--- ,yq) dans R, on note z -y = 5 xjy; le
j=1

d 1/2
produit scalaire usuel sur R? de x et y, et ||z|, = ( > x?) la norme euclidienne associée. Dans

j=1
R?, ’élement (0,---,0) est simplement noté 0. En cas de besoin on identifie un vecteur de RY avec
la matrice colonne qui lui est naturellement associée. Pour une matrice A € My(R), on pose
| Azl

14l = 1)

zeri\(0} [17ll2
qui est a priori un élement de R,. On désigne par det(A) le déterminant de la matrice A et par Tr(A)
la somme de ses éléments diagonaux.

On dira qu'une matrice est positive si pour tout z € R% on a Az -z > 0.

Pour toute matrice A symétrique dans My(R), on rappelle qu’il existe une matrice diagonale
A = diag(\1, -+, \g) et une matrice orthogonale P telles que A = PAP~!. Lorsque la matrice A est
a la fois positive et symétrique, les valeurs propres A, - -, Ay sont positives et pour a > 0, on définit
alors A“ = diag(Af, -+ ,A]) et A* = PA“P~!. Dans tout le probleme, on dira que la valeur propre
d’une matrice est simple si son espace caractéristique et son espace propre associés sont identiques et
de dimension 1.

Lorsque D et E sont des espaces vectoriels normés, de dimension finie ou non, on note £(D, E)
I’ensemble des applications linéaires continues de D dans E. En notant |.|| la norme sur F, pour une
application A € L(E, F), on pose
[ Az]|

All = .
A= s el
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Lorsque D C E, un élément A de L(D, E) est appelé opérateur et D domaine de A. Pour
deux éléments A et B dans L(E, E) on désigne par A o B leur composée et pour n € N* on note

A" = Ao Ao...o0 A.
—

n fois

Pour d € N*, £2(N, R%) est ’'ensemble des suites (up)nen indicées par N et & terme général dans

R telles que Y |lun||3 < co. On munit cet espace du produit scalaire et de la norme associée définis

neN
par

(wv) =D tun-vm,  ull® = (u,u)

neEN
pour u = (Up)neN, et v = (vp)nen dans £2(N,R9). Pour deux telles suites, on écrit u, = O(v,)
lorsqu’il existe une constante C' > 0 telle que pour tout n € N, |[un|ly < C [jvg,.

On munit enfin R de la mesure de Lebesgue et on note L?(R) ’ensemble des classes de fonctions
égales presque partout, de carré intégrable pour la mesure de Lebesgue. Le cas échéant, on identifiera
une classe de fonctions et I’'un de ses représentants. On munit cet espace du produit scalaire et de la
norme associée définis par

(f,g) = /R f@g()dz, 1= 1)

pour f et g dans L?(R).

PARTIE 1 : Exponentielles de matrices

Dans toute cette partie, on fixe d € N*.

1) Montrer que I'application A — || A]|, (cf. équation (1)) est une application bien définie de My(R)
dans Ry et que cette application est une norme sur My(R).

2) Soit A une matrice symétriqgue dans My(R).
a) En utilisant une matrice orthogonale adaptée, montrer que [|Af|, = sup |A| ot V est 'ensemble
A€V
des valeurs propres de A.

b) En déduire que |Tr(A)| < d||A]l, -

On admettra pour la suite que My(R) muni de la norme ||-||, est un espace de Banach.

3) Soient A et B deux matrices dans My(R).
a) Montrer que [[AB|, < [|All, | B,-

[e°]
b) Montrer que la série Y é—f est convergente dans My(R).
k=0

0 .
Dans la suite du probléme, on notera e la somme > ‘;‘c—f, appelée exponentielle de A.
k=0

A+B A.B

¢) Montrer que, si A et B commutent, alors e = e“e”.

=) G ) =G =00

a) Calculer les exponentielles de I, J, K et L.

4) On pose

.



b) Pour § € R, on pose M = cos(6).J + sin(#) K. Montrer que M? = I.

¢) En déduire que, pour tout s € R, e™*M = ch(s)I — sh(s)M et que Tr(e™*M) = 2ch(s).

5) Soit A un élement de My(R). Pour tout 2 € RY, on considere la fonction ¢, : t — e *Ax définie

sur R.

a) Montrer que, pour tout 2 € R?, ¢, est une fonction C!'(R, R%) et qu’elle est I'unique solution
de I'équation différentielle 3/ () + Ay(t) = 0 telle que y(0) = x.

b) En déduire que la matrice A est positive si et seulement si, pour tout ¢ > 0, |

e, < 1.

c) En utilisant la question I-5-a) et sans utiliser la question I-3-c), montrer que pour tous s,
teRona: e e 4 = g (tHs)4,

PARTIE 1II : Formules de Trotter-Kato en dimension finie

Dans toute cette Partie, on considere d € N* ainsi que deux matrices A et B dans My(R). On va
chercher a établir la formule suivante dite de Lie-Trotter-Kato :

Il existe une constante Cap > 0 telle que, pour tous n € N* et t € [0, 1],

[y - en] <G

Pour la suite on définit pour tous ¢t € [0, 1] et n € N* les matrices

Sy = —t(A+B)/n T, = e—tA/ne—tB/n.

) n,

1) Montrer que, pour tous n € N* et ¢ € [0, 1],

I1Sn.tlly, < Al +1Blly) /n ot I Tnsll, < oUlAl+IBl2) /7

2) Soient n € N* et t € [0, 1].

n—1
a) Montrer que (Spt)" — (Tnt)" = 3 (Snt)™ (St — Tnt) (Tn)" ™

m=0

b) En déduire que |||(Sn,t>n — (Tn’t)”’”2 < nellAl+15I,) H’Sn,t _ Tn,th-

3) En utilisant la définition de I'exponentielle d’une matrice, montrer qu'il existe une constante C'
telle que pour tous ¢ € [0,1] et n € N*

C
ISns = Tndlly < 5.

9 <
4) En déduire la formule de Lie-Trotter-Kato.

5) On définit maintenant pour tous n € N* et ¢ € [0, 1] les matrices
—tA/(Zn)e—tB/ne—tA/@n)'

Rn,t =€

En utilisant ces matrices, adapter les questions précédentes pour montrer qu’il existe une constante
C"y5 > 0 telle que pour tous n € N* et ¢ € [0,1] on ait

H‘ (e—tA/(2n)e—tB/ne—tA/(2n))n _ e—t(A+B)H‘2 < C;,;ag_f;.
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PARTIE III : Semigroupes d’opérateurs

Dans cette Partie on étend la définition de ’exponentielle d’une matrice aux opérateurs définis sur
des espaces de Hilbert et on introduit la notion de semigroupe d’opérateurs. On pourra utiliser les
résultats de la Partie 1.

Pour la suite on appelera semigroupe sur un espace de Hilbert H une famille d’opérateurs U =
{Up € L(H,H), t € RT} satisfaisant les propriétés suivantes :

i) pour tous s, t € RY, Uy oUs = Upys,
if) Uy = Id, Uapplication identité sur H (Id(z) = z pour tout z € H),
iii) pour tout x € H, Uapplication t — Usx est continue de Ry dans H.

On dira que le semigroupe est borné si de plus |Us]| < 1 pour tout ¢ > 0.

1) Dans cette question, d est un entier naturel non nul fixé et on considére une matrice A positive
de My(R). Pour tout t > 0, on pose U; = e~ 4.
a) Montrer que la famille U = {U;, t > 0} est un semigroupe borné sur R%.
LQI—-%
t

b) Soit € R%. Montrer que lim = —Ax.
t—0

t>0

Pour la suite du probléme, lorsque H est un espace de Hilbert (de dimension finie ou infinie) et U
un semigroupe borné sur H, on note

D(A) = {x €EH | 75limO Utcct— L existe } CH.
H

t>0

Pour tout z € D(A), on définit une application A : D(A) — H, appelée générateur de U, par

On admettra que A est un opérateur. Dans la suite du probléme, on notera parfois Uy = e 4.
2) Soit {U, t > 0} et A son générateur.

a) Montrer que, pour tous s > 0 et z € D(A), on a Usz € D(A) .

b) Montrer que, pour tout s > 0 et z € D(A), on a Alsz = UsAz.

3) Premier exemple. On considére dans cette question H = ¢?(N,R) et, pour tous ¢ > 0 et
u = (Up)neN € H, on pose
2
Weu = (€7 tn)nen.

a) Montrer que W = {W;, t > 0} est un semigroupe sur H.

[
z

b) Montrer que la fonction 6, définie pour z > 0 par 6(z) = et par 6(0) = 0, est bornée

et continue sur R..

c) Déterminer le générateur A de ce semigroupe et montrer que

D(.A):{UG’}-H Zn4u%<oo}.
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4) Second exemple. On considere I’espace de Lebesgue H = L?(R). On pose pour toute fonction
feEL?R)ettoust>0et z € R,

Usf(z) = f(z +1).

a) Montrer que, pour tout ¢t > 0, U; € L(H,H) et |Usf]| = || f|| pour tout f € L2(R).

b) Soit ¢ une fonction continue & support compact. Montrer que la fonction ¢ — U est
continue de R* dans L%(R).

c) En utilisant la question précédente, montrer que la famille U = {U;, t > 0} est un semi-
groupe, dont on notera A son générateur et D(A) son domaine.

d) Montrer que, pour toute fonction f € C'(R) & support compact, ona f € D(A) et Af = —f'.

5) Troisitme exemple. On considére de nouveau I’espace de Lebesgue H = L?(R), et on consideére
une fonction ¢ : R — R définie par ¢(z) =z si £ < 0 et 9(z) = 2z si > 0. On pose pour toute
fonction f € L2(R) et t > 0 et z € R, Vi.f(z) = f(¥ (9~ (z) — 1)).

a) Montrer que, pour toute fonction f € L?(R) et tout réel t > 0, on a V;f € L%(R) et
Vefll < 201 £1-

b) Montrer que la famille V = {V;, t > 0} est un semigroupe.
c) Soit f € C*(R). Montrer que, pour presque tout z € R*, on a

V@) 5@ _ oy i)

6) On définit la fonction caractéristique xz d’un ensemble Z de R par xz(z) = 1si z € Z, et
xz(z) = 0 si z ¢ Z. On considere les semigroupes U et V sur H = L?(R) donnés par le second et le
troisieme exemples. On pose enfin pour tout A > 0, fr = X[—p,0-

a) Montrer que, pour tous h > 0 et n € N*, on a (Up o Vp)" fr = X[—hnh)-
b) Pour h > 0, montrer que ||(Up o Vi)™ full = v+ 1|1l
c¢) En déduire que (Uy/y, © Vi)™ ne converge pas dans L(L?*(R), L*(R)).

PARTIE IV : Borne inférieure dans la formule de Trotter-Kato

L’objectif de cette partie est d’obtenir une borne inférieure pour la vitesse de convergence dans la
formule de Trotter-Kato pour les opérateurs, en construisant un exemple.

Plus précisément, pour a €]1/2, 1] fixé, le but de cette section est de construire un espace de Hilbert
H, trois semigroupes sur 7, que I'on notera {e ™4, ¢t > 0}, {e75,t > 0} et {7 AHB) ¢ > 0}, et leurs
générateurs associés tels que la propriété suivante ait lieu :

Pour tout t €]0,1], il existe deux constantes ¢, et Cy > 0
telles que pour tout n € N*,

2Ct < m (e—tA/n o e—tB/n)” B e—t(A+B)‘H = Cy '
n2a—1 n2o—1

On se concentrera dans cette partie sur 'inégalité de gauche et on utilisera les notations et
définitions relatives aux semigroupes données en début de Partie ITI. Pour toute cette partie, on
considere 'espace H = £2(N*, R?).
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Pour (Ap)nen+ une suite de matrices dans Ma(R), on construit un opérateur A et son domaine
D4 C H de la maniére suivante : on pose

Da={ueHt, | (Apun)nen- € H}

et pour tout u = (Up)pen+ € D on pose Au = (Apun)nen+<. Pour une seconde suite de matri-
ces (Bp)nen+ de Ma(R), on construit de méme un opérateur B et son domaine Dg; on a donc
Bu = (Bpup)nen+. On construit enfin l'opérateur A+ B et son domaine D 44, associés de la méme
maniére a la suite (A, + Bp)nen+ de matrices de Ma(R).

1) Montrer l'inclusion D4 N Dp C D 445 puis que D4 N Dy est dense dans H.

2) On suppose que, pour tout n € N*, A,, est positive et, pour tous u € H et t > 0, on définit

Z/{tu = (eitAnun)nGN*‘

a) Montrer que la famille {{;,t > 0} est un semigroupe.

b) Montrer que A est le générateur de ce semigroupe, et que D(A) = D 4.

On étudie maintenant un exemple. On considére les matrices I, J et K données dans la question I-
4) et on prend a €]1/2,1] et a €]0,1[. On pose pour tout n € N*

2\ 2a
£, = 2(2n) %, 0, = arccos(l — ¢y), A= ()

et on construit les matrices dans Ma(R) suivantes :
Ap = AXI +n(J+ 1)), By, = n(I + cos(0y)J + sin(6,,) K).

On consideére enfin les opérateurs, domaines et semigroupes associés suivant la procédure expliquée au
début de cette partie.

3) On va établir certaines propriétés des opérateurs A et B.
a) Montrer que, pour tout u € D(A), on a (Au,u) = (u, Au) > [Jul|*.
b) Montrer que, pour tout n € N*, il existe une matrice P,, orthogonale, que I’on déterminera,

telle que B,, = P, (2: 8

> P 1. En deduire que, pour tout u € D(B), on a (Bu,u) = (u, Bu) > 0.
Pour toute la fin du probléme, on définit les opérateurs A, B et (A+ B)® par

A% = (Ajun), B = (Byun),  (A+B)"u = ((A+ B),un)
pour tout u € H. D’aprés la question IV-2-b), leurs domaines respectifs sont donc D(AY) = D ga,
D(Ba) == DBa et D((.A + B)a) = D(A+B)°"

4) On va établir certaines propriétés des opérateurs A et 5.
a) Montrer que, pour tous n € N* et u € H, on a || Biuy ||y < a|[ASu,||,.

b) En déduire que D(AY) C D(B%) et que pour toute suite u € D(A%) on a ||B%ul| < a||A%ul.

Dans les questions suivantes, on pourra utiliser les résultats de la Partie 1.

—6—



5) Montrer que, pour tout n € N*,

At By = a4, ((coson) T +sinton)i ) =Qu (50 Yo

ol @y, = A+ n+An et by, = ny/A2 + 2Xcos(6,,) + 1, tan(¢,,) = sin(0,,) /(A + cos(6,,)) avec ¢y, €]0,7/2]
et ou @), est une matrice orthogonale.

Pour la suite, on note {e_tA,t > 0} le semigroupe associé a l’opérateur A suivant la procédure étudiée

dans la question IV-2). De méme on note {e*tB,t > 0} et {e*t(AJFB),t > O} les semigroupes respec-
tivement associés aux opérateurs B et A+ B suivant la méme procédure.

6) Montrer que, pour tous n € N* et ¢t > 0, on a

m (e—tA/n o e—ts/n>" _ o—t(A+B) ‘H > % ‘rﬁ ((e—tAn/ne—tBn/n>n> Ty (e—t(An+Bn)) ’ .
7) On étudie dans cette question le terme Tr(e~Ant+57)) pour ¢ > 0 fixé considéré comme parametre.

a) Montrer que, pour tout n € N*, on a Tr (e_t(A”+B")) = 2e~tanch(tb,).
b) Montrer que tb, = tn(A+ 1) — /\t—;\lnsn + O(ne2).

¢) En déduire que

Tr (e—t(AnJan)) Y, <1 — )\t—i/-\ {"en + O(nsi)) .

8) On étudie dans cette question le terme Tr (e_tA”/ ne=tBn/ ”)n> pour t > 0 fixé considéré de
nouveau comme parametre. On pose, pour tout n € N*,

¢n = ch(tN\)ch(t) + sh(tA)sh(t) cos by,
d,, = sh(tA)ch(t) + ch(t\)sh(t) cos by,
en = sh(t)sinb,.

Soit n € N*.

a) Montrer que
Tr ((e—tAn/ne—tBn/n)n> Ty ((e—tAn/(Zn)e—tBn/ne—tAn/(Qn)>n)

— o—tanTy <<e—t)\J/26—t(cos(0n)J+sin(0n)K)e—t)\J/2) ") '

b) En utilisant les calculs de la Partie I, en déduire que
Tr ((e_tA"/”e_tB”/">n) = e Ty (el — dnd — e, ).

¢) Montrer que ¢2 —d2 — e2 = 1 et en déduire qu’il existe deux réels positifs ©,, et k, tels que
¢, = chk,, d, = shk, cos©,, et ¢, = shk, sin ©,, avec

_ sh(tA)sh(?)
sh(t(A+1))

d) En utilisant la question I-4), montrer que

kn =t(A+1) en + O(E2).
Tr (e*tA"/”e*tB”/")n = 2¢ "nch(nk,).

i
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e) En déduire que

Tr <e*tA”/”e*tB”/")n —e <1 — :él((tt();\)il(lt))) nen + O(nai)) )

9) Déduire des trois questions précédentes que, pour tout ¢ €]0, 1], il existe une constante ¢; > 0
telle que pour tout n € N*,

n c
H’ (eftA/n o eftB/n) - e—t(AJrB)H‘ > b
n a—1





